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Germs of adiabatic invariance: Ehrenfest (1911)

Summary: We analyse Ehrenfest’s 1911 paper on the features which were really essential for
the quantum hypothesis introduced by Planck in 1900. It is shown that although not expli-
citly, this paper contains some aspects which anticipate part of the strong relationship exis-
ting between adiabatic invariants and quantum rules.
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1. Introduccién

El tratamiento de la radiacion del cuerpo negro hecho por Planck —en 1900- incorpo-
raba, en mayor o menor medida, elementos de la mecanica clasica, del electromagnetismo
maxwelliano, de la teoria cinética de Boltzmann y una nueva —y oscura— discontinuidad en el
comportamiento de los osciladores cargados eléctricamente. Forzoso era analizar la coheren-
cia de tan heterogéneo conglomerado, pues no se podia descartar de antemano que la hipétesis
cuantica fuera simplemente un artilugio ingenioso para obtener la ley de la radiacion en equili-
brio, y no una condicién imprescindible para lograrlo; en este caso cabia la posibilidad de bus-
car alternativas que permitieran deducir la ley de Planck sin recurrir a tan ex6tica hipoétesis.

Ehrenfest publicé en 1911 un hoy famoso articulo en el que demostraba rigurosa-
mente la necesidad de aquella hipdtesis cuantica (Ehrenfest, 1911). Unos meses después —de
forma completamente independiente— Poincaré llegd a la misma conclusién (Poincaré,
1912). Pero no es este importante resultado del trabajo de Ehrenfest lo que aqui mas nos inte-
resa resaltar, sino algo que guarda estrecha relacion con el tratamiento empleado: la aparicion
en ese articulo de Ehrenfest de un primer enunciado del principio adiabatico o, al menos, de
los primeros gérmenes de conexion entre invariancia adiabatica y teoria cuantica, idea ésta
que tan relevante papel habia de jugar en el posterior desarrollo de la cominmente conocida
como the old quantum theory.
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2. Acerca del contenido del articulo de Ehrenfest, de 1911

Comienza suponiendo valida la ley del desplazamiento de Wien, que Ehrenfest es-
cribe en la forma:

p(v, T)dv =av’ f(ﬂ%)dv (1)

Ademas, para «muy grandes longitudes de onda» es valida la ley de Rayleigh-Jeans,
mientras que para «cortas longitudes de onda» se ha de evitar en todo candidato a ley de ra-
diacion lo que Ehrenfest bautiz6 aqui como «catastrofe de Rayleigh-Jeans en el ultravioleta».

A continuacion, Ehrenfest expone los recursos tedricos —jtodos clasicos!, por su-
puesto— que va a utilizar en su tratamiento. Asi anticipa que, en lugar de operar con los reso-
nadores planckianos, seguird el método introducido por Rayleigh y Jeans al considerar los
modos normales de las oscilaciones electromagnéticas en la cavidad que contiene la radia-
cion. También adopta un resultado tedrico anteriormente publicado (Ehrenfest cita aqui a
Lord Rayleigh, 1902) que guarda estrecha relacion con el objetivo de nuestro trabajo. Si con
lentitud infinita se contraen las paredes de una cavidad cubica, la energia asociada a cada os-
cilacion propia crece —a costa del trabajo efectuado en la compresion para vencer la presion
de radiacién— en proporcion directa con la frecuencia:
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Para determinar como se distribuye la energia entre los modos de oscilacion, Ehren-
fest anticipa que va a seguir el método de Boltzmann para distribuir la energia entre las molé-
culas de un gas ideal: maximizara la entropia del sistema y obtendra asi «la distribucién mas
probable». En los planteamientos de Boltzmann no hay, en principio, ninguna restriccion
para los valores de la energia de una molécula y se parte del supuesto de equiprobabilidad en
la hipersuperficie de energia constante, en el espacio de las fases, para regiones de igual volu-
men, o lo que es equivalente: todos los estados de una molécula, caracterizados por sus coor-
denadas y momentos generalizados, son igualmente probables a priori, si son compatibles
con la energia total del sistema.

Pero la hipdtesis anterior —una manifestacion de la llamada hipétesis ergédica—
no es un resultado que se deduzca de las leyes del movimiento; no pasa de ser una suposi-
cién plausible y sencilla, pero no por ello absolutamente necesaria, por lo que puede ser
sometida a critica en su aplicacion a los modos de vibracion. El estado de una oscilacion
propia de frecuencia v queda caracterizado por su energia y su fase. Ehrenfest considera,
como es usual, que la fase es independiente de v y totalmente aleatoria; no asi su energia,
por lo que introduce la «funcién peso» («Gewichtsfunktion») y (v,E) definida por la pro-
piedad de que y (v,E)dE representa la probabilidad de que, a priori, una oscilacién de fre-
cuencia v tenga una energia comprendida entre £ y E + dE. Ehrenfest consigue demostrar
que, salvo un factor —irrelevante— que puede depender de la frecuencia, la funciéon peso lo
es de una unica variable:
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Tras introducir la nueva variable g = E/v, Ehrenfest dedica practicamente el resto del
articulo al andlisis de las propiedades de la funcién G(q) y a sus implicaciones fisicas. Para
preservar el formalismo de la posible existencia de singularidades en la funcién peso, asocia-
das a valores discretos de la energia, Ehrenfest admite un posible «recorrido puntual»
(«Punktbelegung») adicional; lo caracteriza por la asignacion a ciertos puntos ¢, g,, 4,, etc.,
de los respectivos pesos finitos G, G, G, etc. Anadiendo esta posibilidad al usual «recorri-
do continuo» («Streckenbelegung») determinado por la funcion G(g), llega a obtener la ecua-
cion funcional cuya solucion es, precisamente, la funcion peso:

2.G e+ I dq-G(g)-e* = Jeriare @
r=0 "

donde o es el argumento de la fde la ley del desplazamiento de Wien (1).

Ehrenfest afirma que, para ilustrar €l método, va a deducir los pesos correspondien-
tes a las formulas de Planck y de Wien, indicando que la solucion de (4) se la debe a un co-
mentario de cierto amigo no especificado: se verifica que G(q) =0, y que los pesos particula-
res no nulos ocurren en los puntos g =0, 1, 2, etc. Si se recurre a la pista proporcionada por
«el amigo de Ehrenfest», ciertamente la solucion de la ecuacion (4), tanto en el caso de Planck
como en el de Wien, es muy sencilla. En efecto, dado que en ambos casos es facil comprobar
que el segundo miembro es de la forma

e_I e _ g (e“’) (5)

la ecuacion funcional (4) se puede reescribir como

o

2.G,-(e°) =F(e) ©)

r=0

Asi los pesos particulares G surgen directamente al desarrollar F en serie de poten-
cias de €7°, en cada caso. Un sencillo cilculo permite obtener de esta forma tanto los pesos
particulares de Wien, como los de Planck. Es asi como queda justificada la necesidad del
quantum de radiacion por Ehrenfest en 1911.

Una aclaraciéon complementaria. Para resolver la ecuacion funcional (4) hoy no
existe dificultad especial en los casos que nos ocupan: se trata simplemente de deducir la
«descomposicion espectral» de la funcién que figura en el miembro de la derecha, tras susti-
tuir f (c) por sus correspondientes expresiones para el caso de Wien y de Planck, respectiva-
mente (ROSENFELD, 1936: 229). Pero en aquellos tiempos las dificultades eran obviamente
mayores.
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3. Invariantes adiabaticos y reglas de cuantizacion

Para llegar a las conclusiones del trabajo de Ehrenfest de 1911 se requiere, una vez
introducida la funcién peso (v,E), la factorizacion (3): ello implica que dicha funcién lo es re-
almente de una tnica variable G(gq), salvo un factor irrelevante. Para demostrar (3) Ehrenfest
hace uso del resultado (2) —de Lord Rayleigh— que expresa el caracter de invariante adiabati-
co de g = E/v, pues esta magnitud permanece constante en toda modificacion adiabatica de la
cavidad que contiene a la radiacion.

Dado que el espectro de G(q) determina la cuantizacion de la energia, y que dicho
espectro resulta invariante en una transformacion adiabatica, aparece aqui un ejemplo —pen-
samos que realmente el primer ejemplo— de relacion entre invariancia adiabatica y cuantiza-
cion de la energia. Por supuesto que esta relacion no aparece expresamente sefialada en el tra-
bajo que estamos comentando. No obstante pensamos que el articulo contiene los gérmenes
de las generalizaciones que Ehrenfest habia de presentar durante el lustro siguiente. Veamos
algo de ello.

El enunciado bautizado por Einstein, en 1914, como «hipdtesis adiabatica de Ehren-
fest», reza asi (EHRENFEST, 1916: 577): «Si un sistema esta expuesto a influencias adiabati-
cas, los movimientos permitidos se transforman en movimientos permitidos». Segin the old
quantum theory, los Gnicos movimientos permitidos son los que obedecen a las llamadas re-
glas de cuantizacion, por lo que la anterior hip6tesis implica que dichas reglas han de ser in-
variantes en una transformacion adiabatica. O lo que es equivalente: las reglas de cuantiza-
cion han de enunciarse en términos de magnitudes fisicas que representen invariantes
adiabaticos. Resulta como corolario que si, en virtud de ciertas reglas de cuantizacion, se ca-
racteriza el estado de un sistema por sus numeros cuanticos, el estado del sistema —es decir,
los nimeros cuanticos que lo representan— no varia en una transformacion adiabatica.

Ciertamente, estas consideraciones nuestras, tal como estan expresadas en el parrafo
anterior, no tenian sentido aiin en 1911. De hecho sélo lo tendrian unos afios después, una vez
resueltos algunos de los problemas asociados con las coordenadas adecuadas para aplicar co-
rrectamente las reglas de cuantizacion establecidas por Debye, Planck, Wilson, Ishiwara y
Sommerfeld, entre 1914 y 1916 (JAMMER, 1966: 90-96). Pero, volviendo al trabajo de Ehren-
fest de 1911, podemos encontrar todas esas consideraciones —aunque casi nunca en forma
explicita— referidas a un caso particular: el del invariante adiabatico g y el de la regla de cuan-
tizacion de Planck. :

En efecto, de (2) se deduce la invariancia adiabatica de g, que no sélo resulta im-
prescindible para obtener las conclusiones del trabajo sino que, al implicar a su vez la inva-
riancia de los puntos , conduce también a la invariancia adiabatica de la regla de cuantizacién
de Planck que, en esta notacion y con unidades adecuadas, se escribe simplemente como .
Ademas cada uno de estos puntos representa un estado energético de un modo normal de vi-
bracion correspondiente a la frecuencia v : aquél en el cual la energia del modo vale precisa-
mente £ = rhv. Tras una transformacion adiabatica, este modo cambia su frecuencia y su
energia, de forma que ahora, en principio, se verificara £’ = r’hv". Pero en virtud de la inva-
riancia adiabatica expresada en (3) se ha de cumplir »’ = r. Ello significa que en la transfor-
macion adiabatica no ha variado el estado del modo si, como hemos indicado, dicho estado se
representa por el nimero cuantico r.

En resumen, creemos haber justificado suficientemente que en este trabajo de Eh-
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renfest de 1911 ya estan presentes, aunque en forma latente, buena parte de las ideas que
habrian de desarrollarse posteriormente acerca de la relacion entre invariantes adiabéticos y
reglas de cuantizacion. Aparecen en el estudio de las energias de los modos normales de vi-
bracion correspondientes a una frecuencia dada v: en este caso el invariante adiabatico g es el
protagonista de la historia que lleva a Ehrenfest hasta la cuantizacion de Planck y de Einstein.
Estas ideas fueron refinadas, generalizadas y también aplicadas poco después por el mismo
Ehrenfest (entre otros( al desarrollo de la teoria cuantica (KLEIN, 1970: 264-292).

Se hace constar que parte de las investigaciones que han dado lugar a este trabajo
han sido subvencionadas por la CICYT (PB 96-0169).
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